Quand la métaphore sert à expliquer la règle des signes en mathématique.
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Introduction

Lors d’un exercice réalisé dans le cadre d’un séminaire sur la métaphore pédagogique tenu à Paris en  mai 2003, un participant spécialisé dans l’aide aux élèves en difficulté en mathématique relate un problème vécu dans sa pratique professionnelle : pour expliquer la règle des signes, il utilise une métaphore, mais si celle-ci marche bien avec certains élèves, elle est totalement inopérante avec d’autres.

La discussion du groupe de travail va porter sur les points suivants :

· Pourquoi la métaphore utilisée ne fonctionne pas bien ? Où sont les problèmes ?

· Proposition d’une autre métaphore. Pourquoi marche-t-elle mieux ?

· Et si on  vérifiait si la nouvelle métaphore tient la route dans des situations plus complexes 

Un peu de rappel : en quoi consiste la règle des signes ?

4 + ( + 2) = 4 + 2    
Ajouter un nombre positif, c’est additionner
4 + (– 2) = 4 – 2

Ajouter un nombre négatif, c’est soustraire
4 – ( + 2) = 4 – 2

Enlever un nombre positif, c’est soustraire
4 – (- 2) = 4 + 2

Enlever un nombre négatif, c’est additionner

En fait, peu importe le premier terme (dans le cas présent le nombre 4), ce qui est important pour la règle des signes dans les additions et les soustractions ci-dessus, c’est ce qui vient ensuite. 

Notons d’ailleurs au passage que les symboles + et/ou – sont de natures différentes : le premier est un opérateur et le second situé à l’intérieur des parenthèses est un signe :
4 
+ 
(  –    2  ) 

= 
4 
– 
2

    Opérateur
  Signe


     
     Opérateur

4 
– 
(  -    2  ) 

= 
4 
+ 
2

    Opérateur
  Signe


     
     Opérateur

Dans le cas de la multiplication, la règle des signes se présente comme suit :

( + 2) . ( + 2) =  + 4    

Plus par plus donne plus


+  .  +  =  +

( + 2) .  (– 2)  =  – 4

Plus par moins donne moins


+  .  –   =   –
(– 2)  . ( + 2)  =  – 4

Moins par plus donne moins


–   .  +  =   –
(– 2)  . (– 2)   =  + 4

Moins par moins donne plus


–   .  –   =   +


Une métaphore qui ne fonctionne pas bien

Les nombres positifs correspondent à des pleins, les nombres négatifs correspondent à des creux, des trous. Le premier signe + correspond bien entendu à la marque de l’addition et le premier signe – à la marque de la soustraction.

Voyons ce que cela donne :

+    
( + 2) 
     =  

  + 2    
Si j’ajoute  
un plein , 
j’obtiens 
un plein 

( ce  premier cas ne pose pas de difficulté)

+    
( - 2) 
     
    =  

  – 2    
Si j’ajoute  
un trou , 
j’obtiens 
un trou 

(j’ai en effet creusé un trou)

-    
( + 2) 
     =  

  – 2    
Si je retire  
un plein , 
j’obtiens 
un trou 

(j’ai enlevé de la matière en creusant, en forant,….)

–    
(– 2) 
     
     =  

  + 2    
Si je retire  
un trou , 
j’obtiens 
un plein 

(enlever un trou, c’est le reboucher et donc ajouter de la matière : ciment, plâtre pour le remplir et refaire une surface plane)

C’est généralement à ce moment que beaucoup d’apprenants décrochent (s’ils ne l’ont pas déjà fait plus tôt) et ne comprennent plus. 

D’où vient ce sentiment d’être en perdition ? Les difficultés sont en fait de deux types :

· Les notions de creux et de pleins sont encore trop abstraites et demandent une certaine jonglerie de l’esprit. Pour qu’une métaphore soit efficace, il faut que le concret P1 auquel on va faire appel soit le plus simple possible et bien maîtrisé par l’apprenant, ce qui n’est pas le cas ici.

· Pour ajouter ou retirer un trou, cela suppose qu’il y ait du plein autour. Cela est très gênant et vient parasiter la réflexion mathématique où justement il ne faut pas  tenir compte du terme précédent ou du suivant : seul compte l’opération en cours et donc le calcul – (-2) ou + (-2), et peu importe (pour appliquer correctement la règle des signes du moins !) que cela soit 4 – (-2) ou 6 – (-  2)
Ces difficultés cumulées suffisent à rendre la métaphore inopérante dans de nombreux cas.

Une métaphore plus performante

Je propose alors d’utiliser une autre métaphore : les nombres positifs sont des cadeaux et les nombres négatifs sont des punitions. Le premier signe + correspond bien entendu à la marque de l’addition et le premier signe – à la marque de la soustraction.

Voyons ce que cela donne :

+    
( + 2) 
     =  

  + 2    
      Ajouter  
un cadeau, 
c’est 

un cadeau 

+    
(– 2) 
     
    =  

  – 2    
      Ajouter  
une punition, 
c’est 

une punition 

–    
( + 2) 
     =  

  – 2    
      Retirer  
un cadeau, 
c’est 

une punition

–    
(– 2) 
     
     =  

  + 2    
      Retirer  
une punition, 
c’est

un cadeau

On fait appel ici à  quelque chose de beaucoup plus concret que dans la métaphore précédente. Cela est proche du vécu des enfants et le fait qu’une part d’affectif intervient lorsqu’il est question de cadeau et de punition  devrait frapper plus l’imagination, faciliter la compréhension de la règle des signes et contribuer à une mémorisation plus efficace

Et si on poussait plus loin la métaphore ?

a) La métaphore fonctionne-t-elle encore dans des situations plus complexes ?

7 – ( 4 – 2 + 3 )  =  7 –  (+4 ) – (– 2) –  ( +3) si on distribue.  Cela donne 7 – 4 + 2 – 3 = 2.

La métaphore des cadeaux et des punitions marche encore pour chaque calcul intermédiaire. 

Il est bien sûr plus simple dans ce cas d’effectuer au sein des parenthèses

7 – ( 4 – 2 + 3 )  =  7 – ( 5) = 2

b) Et si on a des lettres qui interviennent ?

Il n’est plus possible d’effectuer au sein des parenthèses dans l’exemple qui suit :

8 – (5x  - 3 y + 6 z – 9 )

Une métaphore qui fonctionne bien dans ce cas est de  dire aux élèves que les parenthèses sont comme un grand sac. 

Pour retirer le contenu du sac, on peut :

soit vider tout le sac d’un seul coup

soit retirer les objets un à un 

Voyons ce que cela donne si on retire les objets un par un (en langage mathématique, on  distribue)

8       – (+5x) 
– (-3y) 
– (+6z) 
–(-9) 

         j’enlève un cadeau       j’enlève une punition
j’enlève un cadeau
j’enlève une punition

on obtient: 
8      – 5x      
+ 3y     
– 6z          
+ 9

        


 une punition
 un cadeau      
une punition   
  un cadeau

La métaphore des cadeaux et des punitions tient toujours la route. 

Remarque : 

Notons toutefois qu’on pourrait parfois rencontrer  un problème chez certains apprenants : et si x remplace lui-même un nombre négatif, est-ce que  (+ 5x) sera encore perçu comme un cadeau  et (–5x) comme une punition ? Mais, après tout, il existe bien des cadeaux empoisonnés !

D’autres métaphores possibles

a) Une participante du groupe s’est montrée plus sensible à une autre métaphore couramment utilisée : 

Les nombres positifs deviennent des amis et les nombres négatifs des ennemis, ce qui donne :

· Les amis de mes amis sont mes amis


+  .  +  =  +
· Les amis de mes ennemis sont mes ennemis

+  .  –   =   –

· Les ennemis de mes amis sont mes ennemis

–   .  +  =   –

· Les ennemis de mes ennemis sont mes amis

–   .  –   =   +


b) Une autre idée m’est venue après le séminaire mais elle demanderait à être testée et validée pour vérifier si elle n’a pas d’effets pervers, ce qui est bien sûr très important pour juger de la pertinence d’une métaphore pédagogique.

On pourrait  ainsi faire appel  à des notions d’économie et parler de recettes pour les nombres positifs et de dépenses pour les nombres négatifs et vérifier l’effet d’une augmentation ou d’une diminution de celles-ci sur nos avoirs.

.

Voyons ce que cela donnerait :

+    
  ( + 2) 
     =  

  + 2    
      Augmenter les recettes, 
c’est 

augmenter ses avoirs 

+    
  (– 2) 
     =  

  – 2    
      Augmenter les dépenses, 
c’est 

 diminuer ses avoirs

–    
  ( + 2) 
     =  

  – 2    
      Diminuer  
les recettes,  
c’est 

diminuer ses avoirs

–    
  (– 2) 
     =  

  + 2    
      Diminuer  les dépenses,  
c’est

augmenter ses avoirs

Ces notions de recettes et de dépenses sont toutefois plus abstraites que celles de cadeaux et de punitions

c) Une variante pourrait se révéler intéressante pour les élèves  pour qui l’affirmation : «  Diminuer  les dépenses, c’est
augmenter ses avoirs » pose problème : on peut comparer les nombres négatifs à des dettes, ce qui nous donne :

+    
  (– 2) 
     =  

  – 


2    
      Augmenter ses dettes, 
   c’est 

 négatif pour notre situation financière

–    
  (– 2) 
     =  

  + 


2    
      Diminuer  ses dettes,  
c’est

positif
pour notre situation financière

Le proverbe ne dit-il pas « Qui paye ses dettes s’enrichit » ?
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